
Pour σ ∈ S2n, sa signature est ε(σ) =
∏

1≤i<j≤2n
σ(j)−σ(i)

j−i . On pose :

Γ(n) =
∑

σ∈S2n

ε(σ)

(1 + a(σ))(1 + b(σ))

où a(σ) et b(σ) désignent les nombres de points fixes de σ respectivement
dans {1, . . . , n} et {n+ 1, . . . , 2n}.

1. Écrire des fonctions calculant : a) les points fixes d’une permutation,
b) sa signature, c) Γ (via la liste de S2n fournie).

2. Soit Un(x) =


x 1 · · · 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1
1 · · · 1 x

. Quelles sont les valeurs propres de

Un(1− x) et leurs multiplicités ?

3. Pour V2n(x, y) =

(
Un(x) Un(1)
Un(1) Un(y)

)
, montrer que

∫∫
[0,1]2 det(V2n(x, y)) dxdy =

Γ(n).

4. Si A et C commutent, montrer que det

(
A B
C D

)
= det(AD −BC).

(Indication : supposer A inversible et multiplier par
(
In 0
∗ In

)
).

5. Calculer det(V2n(x, y)).

6. Calculer l’intégrale d’une autre façon et en déduire Γ(n).
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