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Planche 1 : (CCP)

1) Exercice 34 Analyse de la Banque.

2) On considère l’application : ∀(P,Q) ∈ (R[X])2, (P |Q) =

∫ 1

0

P (t)Q(t)dt.

a) Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].
b) Déterminer une base orthonormale de R1[X] pour ce produit scalaire.

c) Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

(t2 − at− b)2dt.

Planche 2 : (CCP)

1) Exercice 74 Algèbre de la Banque.

2) Pour x ∈ R, on note S(x) =
+∞∑
n=0

exp(−(nx)2).

a) Déterminer l’ensemble de définition de S.
b) Étudier la continuité de S sur son domaine de définition.
c) Calculer la limite de S(x) quand x tend vers +∞.

d) On admet que
∫ +∞

0

exp

(
−t2

2

)
dt converge et vaut

√
π

2
.

Déterminer
∫ +∞

0

exp
(−(xt)2

)
dt pour x > 0.

e) En déduire un équivalent de S(x) quand x tend vers 0+.

Planche 3 : (CCP)

1) Exercice 10 Analyse de la Banque.
2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E).

On définit l’application ϕ : R[X] −→ L(E) par : ∀P ∈ R[X], ϕ(P ) = P (u).
a) En prenant u = IdE, calculer ϕ(P ).

Soit A une partie non vide de E. On introduit I = {P ∈ R[X] | ∀x ∈ A,P (u)(x) = 0E}.
b) Montrer que I est un idéal de R[X] non réduit au polynôme nul.

En déduire que I = PA(X)R[X] avec PA(X) unitaire.
c) On suppose que A1 ⊂ A2 avec A1 et A2 deux parties non vides de E.

Montrer que PA1(X) divise PA2(X).
d) On pose A = A1 ∪ A2 avec A1 et A2 deux parties non vides de E.

Montrer que PA(X) = PPCM(PA1(X), PA2(X)).
e) On note F = V ect(A). Montrer que PA(X) = PF (X).

Planche 4 : (CCP)

1) Exercice 99 Algèbre de la Banque.

2) a) Calculer
∫ 2

1

+∞∑
n=1

ne−nxdx.

b) Démontrer le théorème utilisé à la question précédente.



Planche 5 : (CCP)

1) Exercice 95 Probabilités de la Banque.
2) Les questions a) et b) sont indépendantes.

a) Soit f définie par : f(x) =
sin2(x)

xa
avec a > 0.

i) Montrer que f est intégrable sur ]0, +∞[ si a ∈]1, 3[.

ii) On suppose a ∈]0, 1[. En considérant la suite (un) définie par : un =

∫ (n+1)π

nπ

f(x)dx,

montrer que f n’est pas intégrable sur ]0, +∞[.
b) Soit α > 0.

i) Calculer le rayon de convergence de la série entière :
∑
n>1

xn

1 + 1
2α + 1

3α + . . . + 1
nα

.

ii) Étudier la convergence de la série en x = 1 et x = −1.

Planche 6 : (CCP)

1) Exercice 80 Algèbre de la Banque.

2) On pose : ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx
.

a) Montrer que ζ est définie et continue sur ]1, +∞[.
b) Montrer que ζ est de classe C∞ sur ]1, +∞[ et calculer ses dérivées sous forme de séries.
c) Étudier les variations de ζ.
d) Calculer lim

x→+∞
ζ(x).

e) Donner un équivalent de ζ(x) quand x tend vers 1+.

Planche 7 : (CCP)

1) Exercice 64 Algèbre de la Banque.

2) a) Nature de la série
∑
n>2

1

n ln(n)
.

b) Pour tout x ∈ R, pour tout n > 2, on pose : fn(x) =
x exp(−nx)

ln(n)
.

i) Étudier la convergence simple de
∑

fn.
ii) Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur [0, +∞[ ?
iii) Soit [a, b] ⊂]0, +∞[. Montrer la convergence uniforme de cette série sur [a, b].
iv) Montrer la convergence uniforme sur [0, +∞[ (indication : utiliser le reste).

Planche 8 : (CCP)

1) Exercice 51 Analyse de la Banque.
2) Soit A ∈Mn(C) telle que An = In et (In, A, A2, . . . , An−1) est une famille libre.

a) Justifier que A est diagonalisable.
b) Montrer que Tr(A) = 0.
c) Que vaut det(A) ?



Planche 9 : (CCP)

1) Exercice 5 Analyse de la Banque.
2) Soit n > 2. On pose E = Mn(R). On définit l’application trace : Tr : E −→ R.

a) i) Montrer que Im(Tr) = R.
ii) Quelle est la dimension de Ker(Tr) ?
iii) Montrer que Ker(Tr) et Vect(In) sont supplémentaires dans E.

b) On pose f : E −→ R définie par : ∀M ∈ E, f(M) = M + Tr(M)In.
Montrer que f est diagonalisable.

c) Soit J une matrice non nulle de E telle que Tr(J) = 0.
On pose g : E −→ R définie par : ∀M ∈ E, g(M) = M + Tr(M)J .
i) Montrer que X2 − 2X + 1 est un polynôme annulateur de g.
ii) g est-il diagonalisable ?

Planche 10 : (CCP)

1) Exercice 97 Algèbre de la Banque.
2) Soit (E) : xy′′(x) + y′(x) + xy(x) = 0.

a) i) Justifier l’existence de solutions de (E) développables en série entière.
ii) Soit J0 une solution de (E) développable en série entière qui vérifie J0(0) = 1.

Expliciter J0. Quel est son ensemble de définition ?

b) Soit In =

∫ π

0

sin2n(t)dt. Montrer que : ∀n ∈ N, In =
(2n)!

22n(n!)2
π.

c) Montrer que J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin(t))dt.

Planche 11 : (CCP)
1) Exercice 92 Algèbre de la Banque.

2) a) Montrer que la série
∑
n>1

1

nn
converge.

b) Pour tout n ∈ N et tout x > 0, on pose : fn(x) =
(x ln(x))n

n!
.

i) Montrer que
∑

fn converge simplement sur ]0, +∞[ et calculer sa somme.
ii) Montrer que, pour tout n ∈ N, fn est intégrable sur ]0, 1].

iii) Calculer, pour tout n ∈ N,
∫ 1

0

fn(t)dt.

iv) En déduire que la fonction t 7−→ tt est intégrable sur ]0, 1] et calculer
∫ 1

0

ttdt sous

forme d’une somme de série numérique (indication : utiliser a)).

Planche 12 : (CCP)
1) Exercice 68 Algèbre de la Banque.

2) On pose, pour (x, y) ∈ R2, f(x, y) =
x3y

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

a) Montrer que f est définie et continue sur R2.
b) Montrer que f est de classe C1 sur R2.
c) f est-elle de classe C2 sur R2 ?



Planche 13 : (CCP)
1) Exercice 92 Algèbre de la Banque.
2) Soient f : R→ C et g : R→ R continues.

On suppose que g est positive, nulle en-dehors de [−a, a] avec a > 0 et telle que
∫ +∞

−∞
g(t) dt =

1.
On pose, pour tout n ∈ N et pour tout t ∈ R, gn(t) = n g(nt).

a) i) On pose, pour tout x ∈ R, (f ∗ gn)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t) gn(x− t) dt.

Montrer que f ∗ gn est bien définie sur R et que f ∗ gn = gn ∗ f .
ii) On pose fn = f ∗ gn. Montrer que fn est continue sur R.

b) Montrer que lim
n→+∞

fn(x) = f(x).
Indication : on pourra utiliser le théorème de convergence dominée.

Planche 14 : (CCP)
1) Exercice 85 Algèbre de la Banque.

2) On pose, pour x > 0, f(x) =
+∞∑
n=1

fn(x) avec fn(x) =
1

n(nx + 1)
.

a) Étudier la convergence simple de
∑

fn sur R∗+.
b) f est-elle continue sur R∗+ ?
c) Trouver un équivalent de fn(x) puis de f(x) quand x tend vers +∞.
d) À l’aide d’une comparaison série-intégrale, trouver un équivalent de f au voisinage de

0+.

Planche 15 : (CCP)
1) Exercice 59 Analyse de la Banque.

2) On pose, pour tout n ∈ N∗, hn =
n∑

k=1

1

k
et un = hn − ln(n).

a) Montrer que un+1 − un = O

(
1

n2

)
.

b) Étudier la convergence de
∑

(un+1 − un).
c) Établir qu’il existe un réel γ tel que : hn = ln(n) + γ + o(1).

d) En déduire que :
+∞∑

k=1

(−1)k

k
= − ln(2).

Planche 16 : (CCP)
1) Exercice 54 Analyse de la Banque.
2) a) Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E.

Montrer que F ∩ F⊥ = {0E} et que F ⊂ (F⊥)⊥.
b) Soient a et b deux réels tels que a < b. On considère E = C([a, b],R) muni du produit

scalaire : (f | g) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt. On pose : F = C2([a, b],R).

i) Soit f ∈ E.
Montrer qu’il existe une unique fonction g ∈ F telle que : f = g′′ et g(a) = g(b) = 0.

ii) En déduire : F⊥ et (F⊥)⊥.



Planche 17 : (Mines-Télécom)

1) Calculer : lim
x→0+

+∞∑
n=1

(−1)n−1

x
ln

(
1 +

x

n

)
.

2) Soit u l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =
1

3




1 2 2
2 −2 1
2 1 −2


 .

Nature et éléments caractéristiques de l’endomorphisme u.

Planche 18 : (Mines-Télécom)
1) Soit n ∈ N∗. On considère deux parties P1 et P2 de [[1, n]] choisies indépendamment et

aléatoirement.

a) Montrer que, pour tout i ∈ [[1, n]], P (i ∈ P1) =
1

2
.

b) Soient i et j dans [[1, n]] avec i 6= j. Montrer que les événements {i ∈ P1} et {j ∈ P1}
sont indépendants.

c) Trouver les lois de X = |P1 ∪ P2| et de Y = |P1 ∩ P2|.
2) Soient (un), (vn) et (wn) trois suites vérifiant :





un+1 = 2un + vn + wn

vn+1 = un − vn + wn

wn+1 = un + vn − wn

.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur u0, v0 et w0 pour que les trois suites
convergent.

Planche 19 : (Mines-Télécom)
1) On considère S ∈ Sn(R). On suppose que S admet n valeurs propres strictement positives

deux à deux distinctes. On munit Mn,1(R) de la norme euclidienne.

Pour X ∈Mn,1(R) non nul, on pose : ∀k ∈ N∗, Yk =
SkX

‖ SkX ‖ .
Montrer que la suite (Yk)k>1 converge vers un vecteur propre de S.

2) Soit f une fonction de classe C∞ sur un segment [a, b] de R et à valeurs réelles.
Justifier l’existence d’une suite de polynômes (Pn) qui converge uniformément vers f sur
[a, b] et telle que la suite (P ′

n) converge uniformément vers f ′ sur [a, b].

Planche 20 : (Mines-Télécom)
1) Soit A ∈ O(n). On note A = (ai,j).

Montrer que

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,j

∣∣∣∣∣ 6 n. Étudier les cas d’égalité.

2) On pose : f(x) =

∫ 2

1

exp(−(t2 + (t/x)2))dt.

a) Quel est l’ensemble de définition D de f ?
b) f est-elle continue sur D ? de classe C1 sur D ?
c) Calculer f ′ là où elle est définie.
d) Déterminer f(x) à l’aide de fonctions usuelles.



Planche 21 : (Mines-Télécom)
1) Soit E = R3 et u ∈ L(E) tel que u3 + u = 0.

a) Montrer que u n’est pas bijectif.
b) Montrer que E = Ker(u)⊕ Im(u).
c) Montrer que Ker(u) = Im(u2 + IdE).
d) Montrer que Im(u) = Ker(u2 + IdE).
e) On suppose que u n’est pas l’application nulle. Montrer que rg(u) = 2 et qu’il existe une

base de E dans laquelle la matrice représentative de u est égale à la matrice :



0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 .

2) En discutant suivant α ∈ R, déterminer la nature de la série de terme général :

un =
(−1)n

nα + (−1)n
.

Planche 22 : (Mines-Télécom spécifique)
1) a) Énoncer le théorème sur la continuité des suites de fonctions.

b) À partir de l’inégalité :

∀x ∈ I, |U(x)− U(a)| 6 |U(x)− Un(x)|+ |Un(x)− Un(a)|+ |Un(a)− U(a)|,
démontrer le théorème précédent.

c) On pose : ∀n ∈ N, fn(x) = (sin(x))n. La suite (fn) converge-t-elle uniformément sur
[0, 1] ?

2) Soit A ∈Mn(R) telle que A4 = A.
a) La matrice A est-elle diagonalisable dans C ?
b) Montrer que Tr(A) est un entier.

Planche 23 : (Mines-Télécom spécifique)
1) a) Donner la définition d’une loi de Poisson et un exemple d’utilisation.

b) Calculer l’espérance d’une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson de paramètre
λ.

c) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de Poisson de
paramètres respectifs λ et µ. Calculer la loi de X + Y .

2) Soit A =




9 −10 0
5 −6 0
0 0 −1


.

a) Calculer le spectre de A.
b) Déterminer le polynôme minimal de A, puis l’ensemble des polynômes annulateurs de A.
c) Montrer que A est diagonalisable.
d) Calculer Ap pour tout p ∈ N.
e) Rappeler la définition de exp(A) et la calculer.



Planche 24 : (Mines-Télécom spécifique)
1) a) Rappeler les définitions d’un convexe et d’un connexe par arcs de R2. Quel line peut-on

faire entre ces deux notions ?
b) Soit H = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 1}. H est-il fermé ? borné ?
c) On considère S la sphère unité de R2 et f une application continue de R2 dans R.

Montrer que f(S) est un segment.

2) Soit A =



−1 2 −1
−3 4 −3
−4 4 −4


. On cherche à calculer Ap de différentes façons.

a) Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre
associé.

b) Calculer A× (1 1 0)T . En déduire le spectre de A.
c) Donner le polynôme minimal de A.
d) Proposer deux méthodes pour calculer Ap où p ∈ N∗ (on détaillera chacune des deux

méthodes).
e) Calculer Ap avec l’une de ces méthodes.

Planche 25 : (Mines)
1) Soit f une fonction positive de classe C1 sur [0, 1].

Pour tout n ∈ N, on pose : pn =

∫ 1

0

tnf(t)dt.

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (pn)n>0 définisse une
probabilité.

b) f doit-elle être nécessairement de classe C1 ?
2) a) Soient f et g deux endomorphismes nilpotents d’un espace vectoriel E de dimension

finie, qui commutent. Montrer que Im(g) est stable par f . Que peut-on dire de l’endo-
morphisme induit par f sur Im(g) ?

b) Soient K un sous-corps de C et A1, A2, . . . , An, n matrices nilpotentes de Mn(K), qui
commutent deux à deux. Que peut-on dire du produit A1A2 . . . An ?

Planche 26 : (Mines)
1) Soient A et B dansMn(C) telles que : A2 = On, B2 = On et rg(A) = rg(B) = r > 0. Montrer

que A et B sont semblables.

2) Soient c ∈]1, +∞[ et f : R∗+ −→ R∗+, croissante, tels que : lim
x→+∞

f(cx)

f(x)
= 1.

a) Montrer que, pour tout d > 0, on a : lim
x→+∞

f(dx)

f(x)
= 1.

b) Donner un exemple de fonction vérifiant cette condition.
3) Soit f : R2 −→ R2 définie par : ∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = (x + y, xy). Déterminer l’image de f

et la représenter.

Planche 27 : (Mines) Donner un équivalent simple de un =

∫ 1

0

ln(1 + tn)dt.



Planche 28 : (Centrale Maths I)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit A une sous-algèbre non nulle de L(E). On
dit qu’un sous-espace F de E est stable par A si : ∀x ∈ F, ∀u ∈ A, u(x) ∈ F .
On suppose que les seuls sous-espaces vectoriel de E stables par A sont {0E} et E.
1) Pour x ∈ E, on note Γx = {f(x) | f ∈ A}. Que vaut Γx ?
2) Soient u ∈ A de rang r et f ∈ A.

a) Montrer qu’il existe α ∈ C tel que rg(u ◦ f ◦ u− αu) < r.
b) En déduire que A contient un endomorphisme de rang 1.

3) Montrer que A = L(E).

Planche 29 : (Centrale Maths I)
1) Si p est un entier premier impair, quelle est la structure de Z/pZ ? de Z/pZ\{0} ?
2) On fixe d ∈ N∗ et P un polynôme de degré strictement inférieur à d. On se donne a1, a2, . . . , ad,

d entiers deux a deux distincts de l’ensemble [[1, p− 1]].
On suppose que, pour tout i de 1 à d, p divise P (ai).
Montrer que, pour tout n ∈ Z, p divise P (n).

Planche 30 : (Centrale Maths I)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E diagonalisable. On
admet que si deux endomorphismes diagonalisables commutent, alors il existe une base commune
de vecteurs propres.
On note : A : u ∈ L(E) 7−→ u ◦ v et A : u ∈ L(E) 7−→ v ◦ u

1) Montrer que A et B sont diagonalisables.
2) On pose C = A + B. Montrer que C est diagonalisable.
3) Démontrer le résultat admis.

Planche 31 : (Centrale Maths II)

On pose I(r) =
1

2π

∫ 2π

0

P (reiθ)

Q(reiθ)
dθ avec P et Q deux polynômes de R[X], Q non nul.

On note (λi)16i6q les racines de Q, si Q est non constant, avec 0 < |λ1| 6 . . . 6 |λq|.
1) Créer en Python une fonction I(r) avec P = 1 et Q = X − a où a ∈ R (on utilisera les

fonctions scipy.integrate et quad).
2) Représenter les fonctions r 7−→ Re(I(r)) et r 7−→ Im(I(r)). Conjecturer.
3) Reprendre les questions précédentes avec P = X3 − 2X2 et Q = X2 + 4.
4) Montrer que I est définie sur R+\{|λi| | i ∈ [[1, q]]} et qu’elle est à valeurs réelles.
5) Calculer I(r) pour Q = 1.
6) Montrer que I est constante sur les intervalles ]0, |λ1|[ et ]|λi|, |λi+1|[ pour i ∈ [[1, q − 1]]}.



Planche 32 : (Centrale Maths II)
1) Montrer que e ∈]2, 3[ puis que e2 + 1 < 4e.
2) Comparer, pour t ∈ [0, 1], cosh(t) et t2 + 1.

On pose Jn =

∫ 1

0

√
t

(t2 + 1)n
dt.

3) Écrire un script Python pour calculer cette intégrale ; en déduire un équivalent simple de Jn.

On pose In =

∫ 1

0

1

(t2 + 1)n
dt.

4) Nature des séries de terme général : In,
∫ 1

0

1

coshn(t)
dt et Jn.

5) Donner un équivalent simple de In.
6) Donner un équivalent simple de Jn.


